Sous-groupes paraboliques et representations de groupes branches by Bartholdi, Laurent & Grigorchuk, Rostislav I.
ar
X
iv
:m
at
h/
00
12
17
5v
1 
 [m
ath
.G
R]
  1
8 D
ec
 20
00
Elsevier
Volume 33?, Number 0?, ? 2000, Pages 000000
S 0000-0000(XX)0000-0
Sous-groupes paraboliques et représentations de
groupes branhés
Laurent BARTHOLDI, Rostislav I. GRIGORCHUK
Setion de Mathématiques, Université de Genève, CP 240, 1211 Genève 24, Suisse
Adresse életronique: Laurent.Bartholdimath.unige.h
Steklov Institute of Mathematis, Gubkina 8, Mosow 117966, Russia
Adresse életronique: grigorhmi.ras.ru
(Transmis le 15 mai 2000)
Résumé. Soit G un groupe branhé (au sens de [Gri00℄) agissant sur un arbre T . Un sous-
groupe parabolique P est le stabilisateur d'un rayon géodésique inni de T . On
note ρG/P la représentation quasi-régulière assoiée.
Si G est disret, es représentations sont irrédutibles, mais si G est proni,
elles se déomposent en une somme direte de représentations de dimension nie
ρG/P
n+1
⊖ ρG/Pn , où Pn est le stabilisateur d'un sommet de niveau n de T .
Pour quelques exemples onrets, on déompose omplètement ρG/Pn en om-
posantes irrédutibles. (G, Pn) et (G, P ) sont des paires de Gelfand, d'où de
nouvelles ourenes d'algèbres de Heke abéliennes.
Paraboli Subgroups and Representations of Branh
Groups
Abstrat. Let G be a branh group (in the sense of [Gri00℄) ating on a tree T . A paraboli
subgroup P is the stabiliser of an innite geodesi ray in T . We denote by ρG/P
the assoiated quasi-regular representation.
If G is disrete, these representations are irreduible, but if G is pronite, they
split as a diret sum of nite-dimensional representations ρG/P
n+1
⊖ρG/Pn , where
Pn is the stabiliser of a level-n vertex in T .
For a few onrete examples, we ompletely split ρG/Pn in irreduible ompo-
nents. (G, Pn) and (G, P ) are Gelfand pairs, whene new ourrenes of abelian
Heke algebra.
Abridged English Version
We initiate in this paper the study of unitary representations of groups of branh and
fratal nature. The importane of this lass of groups was made lear in [Gri00, Bar00a℄
and the numerous papers ited therein.
A branh group is a group G ating niely on a d-regular rooted tree T , with a nite-
index subgroup K suh that Kd embeds in K by ating on the d subtrees below the root
of T . We introdue paraboli subgroups P , whih are stabilizers of innite rays in T , and
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establish that they are weakly maximal. We then study the orresponding quasi-regular
representations ρG/P .
If G is a disrete branh group, these representations are irreduible. If G is a pronite
branh group, ρG/P is a diret sum of the trivial representation and of the nite-dimensional
representations ρG/Pn+1 ⊖ ρG/Pn , where Pn is the stabilizer of a level-n vertex in the tree on
whih G ats.
We formulate our results by fousing expliitly on a few typial examples, one of whih,
Γ, is the rst ourrene of a torsion-free branh group. The fats known of our examples
are assembled in the following table:
G G˜ Γ K Γ K Γ
Just-innite + + + + − − +
Just-nonsolvable + + + + + + +
Branh + + + + − − +
Weak Branh + + + + + + +
Fratal + + + − + + +
Congruene Property + + + + ? ? +
Torsion + − − − − − +
(1)Virtually Torsion-free − − + + + + −
(2) Intermediate growth + + + + + + +
(3) Finitely L-Presented + + + + + + +
(4) Finite Width + + + + ? ? −
Property (1) ranks among the main ontributions of this note. (2) is studied in [Gri83,
Bar00b℄. (3) is studied in [Lys85, BG99, Bar00℄. (4), onjetured for G as early as 1989 by
the seond author, is studied in [Roz96, BG00, Bar00d℄. A thorough treatment of G appears
in [Har00℄.
For these examples, we ompletely split the quasi-regular representations ρG/Pn in irre-
duible omponents. (G,Pn) and (G,P ) are Gelfand pairs, giving new instanes of abelian
Heke algebra.
1. Introdution
Nous amorçons dans et artile l'étude des représentations unitaires de groupes fratals et
branhé. L'importane de ette lasse de groupes a été mise en évidene dans [Gri00, Bar00a℄
et les nombreuses référenes qui s'y trouvent.
Nous dénissons des sous-groupes paraboliques P , démontrons leur maximalité faible, et
étudions les représentations quasi-régulières ρG/P assoiées.
Si G est un groupe branhé disret, es représentations sont irrédutibles. Si G est un
groupe branhé proni, ρG/P est la somme direte de la représentation triviale de G et des
représentations de dimension nie ρG/Pn+1 ⊖ ρG/Pn , où Pn est le stabilisateur d'un sommet
de niveau n dans l'arbre sur lequel G agit.
Nous avons formulé nos résultats en nous onentrant sur quelques exemples typiques ;
l'un d'eux, Γ, est le premier exemple de groupe branhé virtuellement sans torsion. Nous
donnons plus de détails dans [BG99℄.
Nous déomposons omplètement les représentations ρG/Pn en omposantes irrédutibles.
Pour es exemples, (G,Pn) et (G,P ) sont des paires de Gelfand, produisant de nouvelles
ourrenes d'algèbres de Heke abéliennes.
2. Définitions prinipales
Les groupes que nous onsidérons sont tous des sous-groupes du groupe Aut(T ) d'automorphismes
d'un arbre régulier T . Soit Σ = {1, . . . , d} un alphabet ni. L'ensemble des sommets de
l'arbre TΣ est l'ensemble des suites nies sur Σ; deux suites sont reliées par une arête si une
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suite peut être obtenue à partir de l'autre par ajout à droite d'une lettre de Σ. La raine de
l'arbre est la suite vide ∅, et les desendants du sommet σ sont tous les σs, pour s ∈ Σ.
Choisissons un ensemble Σ, et soit T = TΣ. Pour tout sous-groupe G < Aut(T ), soit
StabG(σ) le sous-groupe deG onstitué des automorphismes xant la suite σ, et soit StabG(n)
le sous-groupe de G onstitué des suites xant toutes les suites de longueur n:
StabG(σ) = {g ∈ G| gσ = σ}, StabG(n) =
⋂
σ∈Σn
StabG(σ).
Les StabG(n) sont des sous-groupes distingués d'indie ni dans G ; en partiulier StabG(1)
est d'indie au plus d!. Soit Gn le quotient G/ StabG(n). Si g ∈ Aut(T ) xe la suite σ, on
note g|σ l'élément orrespondant de Aut(T ) assoié à la restrition aux suites ommençant
par σ, e qui s'érit en formules σg|σ(τ) = g(στ). Comme le sous-arbre en-dessous de
n'importe quel sommet est isomorphe à l'arbre initial TΣ, on obtient ainsi une appliation
ψ :
{
StabAut(T )(1)→ Aut(T )
Σ
h 7→ (h|1, . . . , h|d)
(1)
qui est un isomorphisme de groupes.
Un sous-groupe G < Aut(T ) est sphériquement transitif si l'ation de G sur Σn est
transitive pour tout n ∈ N. On supposera toujours que ette ondition est satisfaite.
G est fratal si pour haque sommet σ de TΣ on a StabG(σ)|σ ∼= G, où l'isomorphisme
est induit par l'identiation de TΣ ave le sous-arbre enrainé en σ. On a alors pour tout
n une injetion StabG(n) < G
dn
.
Si σ est une suite et g ∈ Aut(T ) est un automorphisme, on note gσ l'élément de Aut(T )
agissant omme g sur les suites ommençant par σ, et trivialement sur les aures: gσ(στ) =
σg(τ), et gσ(τ) = τ si τ ne ommene pas par σ.
Soit G < Aut(T ) un groupe agissant dèlement et sphériquement transitivement sur un
arbre enrainé TΣ. Le stabilisateur rigide de σ est RistG(σ) = {gσ| g ∈ G} ∩ G, et on note
RistG(n) =
∏
σ∈Σn RistG(σ).
Dénitions. Soit G < Aut(T ) un groupe sphériquement transitif.
1. G est régulièrement branhé s'il possède un sous-groupe K < StabG(1) d'indie ni tel
que KΣ < ψ(K).
2. G est branhé si RistG(n) est d'indie ni dans G pour tout n.
3. G est faiblement branhé si tous ses stabilisateurs rigides RistG(σ) sont innis.
4. G est rugueux si tous ses stabilisateurs rigides sont nis.
Remarquons que, pour les groupes fratals, 1 implique 2 implique 3 dans la dénition i-
dessus, et qu'un groupe est soit faiblement branhé soit rugueux. Remarquons aussi qu'en
prinipe es notions dépendent du hoix de T et de l'ation de G.
Toutes es dénitions sont aussi valables dans la atégorie des groupes pronis, mais dans
e as il faut onsidérer Aut(T ) omme un groupe proni ave sa toplogie naturelle, et G
doit être un sous-groupe fermé.
3. Exemples prinipaux
Comme exemple de groupes rugueux, il y a Z, D∞ = Z/2∗Z/2 et le groupe de l'allumeur
de réverbèresZ/2≀Z. On se foalise ii plutt sur les groupes branhés et faiblement branhés.
3.1. Le groupe G. Ce groupe a été déni par le seond auteur en 1980 [Gri80℄, et agit
sur l'arbre T2. Soit a l'automorphisme de T2 permutant les deux branhes à la raine.
Soit réursivement b l'automorphisme agissant omme a sur la branhe gauhe et omme c
sur la branhe droite, c l'automorphisme agissant omme a à gauhe et omme d à droite,
et d l'automorphisme agissant trivialement à gauhe et omme b à droite. En formules,
ψ(b) = (a, c), ψ(c) = (a, d) et ψ(d) = (1, b). Soit G le groupe engendré par {a, b, c, d}. (Un
quelquonque des générateurs {b, c, d} peut être omis, ar {1, b, c, d} est le groupe de Klein.)
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3.2. Le groupe G˜. Cet autre groupe a été déni par les auteurs dans [BG00℄, et agit aussi
sur T2. Ave la même notation que i-dessus, on dénit b˜, c˜, d˜ par ψ(b˜) = (a, c˜), ψ(c˜) = (1, d˜)
et ψ(d˜) = (1, b˜). Soit G˜ le groupe engendré par {a, b˜, c˜, d˜}. Clairement, tous es générateurs
sont d'ordre 2 et {b˜, c˜, d˜} engendre un groupe abélien élémentaire d'ordre 8. Aussi, G˜ a pour
sous-groupe G = 〈a, b˜c˜, c˜d˜, d˜b˜〉. Soit K˜ le sous-groupe normal 〈[a, b˜], [a, d˜]〉G˜ de G˜.
3.3. Le groupe Γ. Les troix groupes suivants sont des sous-groupes de Aut(T3). Soit
a l'automorphisme de T3 permutant yliquement les trois branhes supérieures. Soit r
l'automorphisme de T3 déni réursivement par ψ(r) = (a, 1, r). Soit Γ le sous-groupe de
Aut(T3) engendré par {a, r}. Soit K le sous-groupe normal 〈ar, ra〉 de Γ.
3.4. Le groupe Γ. Soit s l'automorphisme de T3 déni réursivement par ψ(s) = (a, a, s),
et soit Γ le sous-groupe de Aut(T3) engendré par {a, s}. Soit K le sous-groupe normal
〈sa−1, a−1s〉 de Γ.
3.5. Le groupe Γ. Soit t l'automorphisme de T3 déni réursivement par ψ(t) = (a, a
−1, t),
et soit Γ le sous-groupe de Aut(T3) engendré par {a, t}; il a été étudié dans les années 80
par Narain Gupta and Said Sidki [GS83a, GS83b℄.
4. Propriétés algébriques
Nous résumons les propriétés prinipales de nos exemples dans le tableau i-dessous.
Remarquons que tous es exemples sont résiduellement nis. Un point d'interrogation (?)
indique que la propriété n'est pas onnue pour e groupe.
Rappelons qu'un groupeG est juste-inni s'il est inni, mais que tous les quotients propres
sont nis. G est juste-non-résoluble s'il n'est pas résoluble, mais que tous ses quotients
propres le sont. G a la propriété de ongruene si tout sous-groupe de G d'indie ni
ontient StabG(n) pour un ertain n. G a roissane intermediaire si pour une quelonque
métrique des mots sur G le volume des boules roît à un taux plus rapide que polynmial
mais plus lent qu'exponentiel. G est de largeur nie s'il existe une borne uniforme sur le
rang des quotients γn(G)/γn+1(G) de sa suite entrale desendante. G est de L-présentation
nie s'il peut être présenté par un ensemble ni S de générateurs et les itérées d'un ensemble
ni de relations par un ensemble ni de substitutions sur S.
G G˜ Γ K Γ K Γ
Juste-inni + + + + − − +
Juste-non-résoluble + + + + + + +
Régulièrement branhé sur 〈[a, b]〉G K˜ Γ′ Γ′ − − Γ
′
Faiblement branhé + + + + + + +
Fratal + + + − + + +
Propriété de ongruene + + + + ? ? +
Torsion + − − − − − +
(1) Sous-groupe sans torsion d'indie ∞ ∞ 3 1 3 1 ∞
(2) Croissane intermédiaire + + + + + + +
(3) L-présentation nie + + + + + + +
(4) Largeur nie + + + + ? ? −
La propriété (1) fait partie des ontributions majeures de ette note. (2) est étudiée
dans [Gri83, Bar00a℄. (3) est étudiée dans [Lys85, BG99, Bar00℄. (4), onjeturée pour G
dès 1989 par le seond auteur, est étudiée dans [Roz96, BG00, Bar00d℄. La référene [Har00℄
dévoue un hapitre entier à G.
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5. Sous-groupes paraboliques
Soit T = Σ∗ un arbre enrainé. Un rayon e dans T est une géodésique innie partant de
la raine de T , ou de manière équivalente un élément de ∂T = ΣN.
Soit G < Aut(T ) un sous-groupe quelonque et soit e un rayon. Le sous-groupe parabolique
assoié est Pe = StabG(e).
Les points suivants méritent une attention partiulière :
•
⋂
e∈∂T Pe =
⋂
g∈G P
g = 1 ('est-à-dire que P a un noyau trivial).
• Soit e = e1e2 · · · ∈ ΣN un rayon inni est soient Pn = StabG(e1 . . . en) les sous-groupes
stabilisant un point de niveau n. Alors les Pn sont d'indie d
n
dans G (puisque G agit
transitivement sur Σn) et satisfont Pe =
⋂
n∈N Pn.
• P est d'indie inni dans G, et a la même image que Pn dans le quotient Gn.
SoitG un groupe branhé, et soitH un sous-groupe quelonque. H est faiblement maximal
si H est d'indie inni dans G, mais si tous les sous-groupes de G ontenant stritement H
sont d'indie ni dans G. (On remarque que tout sous-groupe inni de type ni possède des
sous-groupes faiblement maximaux, par le lemme de Zorn).
Théorème 1. Soit P un sous-groupe parabolique d'un groupe régulièrement branhé G.
Alors P est faiblement maximal.
Si G est un groupe branhé, le sous-groupe parabolique P peut être déomposé expliite-
ment en une extension sindée itérée par des groupes nis. Par exemple, pour le groupe
prototypique G du paragraphe 3.1 pour lequel d = 2, on pose e = dd . . . et P = Pe,
obtenant le
Théorème 2. P/P ′ est un 2-groupe inni élémentaire, engendré par les images de c, d et
des éléments de la forme (1, . . . , 1, (ac)4) dans RistG(n) pour tout n ∈ N. On a la déompo-
sition suivante:
P =
(
B ×
( (
K ×
(
(K × . . . )⋊ 〈(ac)4〉
))
⋊ 〈b, (ac)4〉
))
⋊ 〈c, (ac)4〉,
où haque fateur B,K,K, . . . de niveau n dans la déomposition agit sur le sous-arbre juste
sous en mais ne ontenant pas en+1. B est ii la lture normale de b, et K est la lture
normale de [a, b].
6. Représentations quasi-régulières
Si H est un sous-groupe du groupe disret G, on note ρG/H la représentation quasi-
régulière de G sur ℓ2(G/H); si H = 1, elle est la représentation régulière gauhe de G.
Le ommensurateur du sous-groupe H de G est
commG(H) = {g ∈ G|H ∩H
g
est d'indie ni dans H et Hg}.
De façon équivalente, commG(H) est l'ensemble des g ∈ G tels que les lasses à droite gH
et g−1H ont des orbites nies dans {kH}k∈G pour l'ation de H sur G/H par multipliation
à gauhe.
Un ritère de George Makey arme que, pour un groupe inni G, la représentation
quasi-régulière ρG/H est irrédutible si et seulement si commG(H) = H .
Théorème 3. Si G est un groupe disret fratal et faiblement branhé, alors commG(P ) =
P .
Corollaire 4. Il y a une quantité non dénombrable de représentations irrédutibles non-
équivalentes de la forme ρG/P , où G est fratal, faiblement branhé, et P est un sous-groupe
parabolique.
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Une situation omplètement diérente se présente si G est un groupe proni ; soient en
eet ρG/Pn les représentations de dimension nie. Elles forment une tour asendante de
représentations, ave ρG/Pn+1 = ρG/Pn ⊕ π
⊥
n pour des représentations π
⊥
n . On remarque
aussi que le sous-groupe P =
⋂
n≥0 Pn est fermé.
Théorème 5. Soit G un groupe proni branhé et soit P un sous-groupe parabolique. Alors
la représentation quasi-régulière ρG/P se déompose en une somme de représentations de
dimension nie :
ρG/P =
⊕
n≥0
π⊥n .
Supposons maintenant que e groupe proni branhé est la omplétion pronie Ĝ d'un
groupe disret G satisfaisant la propriété de ongruene. Alors les représentations irré-
dutibles de Ĝ sont en orrespondene bi-univoque ave les représentations irrédutibles des
groupes nis Gn = G/ StabG(n). Or ρGn est une sous-représentation de ρG/Pn ⊗· · ·⊗ρG/Pn
(ave dn fateurs), puisque StabG(n) =
⋂
g∈G/Pn
P gn . On est ainsi amené à étudier des
représentations ρG/Pn et de leurs omposantes irrédutibles. On poursuit ette étude sur
nos exemples de base dans la setion suivante.
7. Algèbres de Heke et paires de Gelfand
Considérons maintenant les représentations quasi-régulières ρG/Pn de dimension nie, qui
se fatorisent à travers le groupe ni Gn.
Dénition. Soit G un groupe et H un sous-groupe. L'algèbre de Heke (aussi appelée
algèbre d'intersetion) H(G,H) est l'algèbre EndG(ℓ2(G/H)), où ℓ2(G/H) est un G-module
pour la multipliation à gauhe. H(G,H) peut être pensée omme l'algèbre des fontions
(H,H)-biinvariantes sur G, ave le produit de onvolution
(f · g)(x) =
∑
y∈G
f(xy)g(y−1).
H(G,H) est engendrée par les fontions (H,H)-biinvariantes sur G, où de façon équiva-
lente par les doubles lasses HgH . Le résultat suivant souligne l'importane des algèbres de
Heke dans l'étude de la déomposition des représentations [CR90, Setion 11D℄ : supposons
que H est d'indie ni dans G. Alors H(G,H) est une algèbre semi-simple. Il y a une
bijetion anonique entre les omposantes irrédutibles de ρG/H et les fateurs simples de
H(G,H), et préservant leurs multipliités.
Ainsi, si H(G,P ) est abélienne, sa déomposition en G-modules simples a autant de
omposantes qu'il y a de doubles lasses PgP dans G. Les doubles lasses de Pn dans G,
elles, sont données par les orbites de Pn sur G/Pn, ou, en d'autres termes, par les orbites
de Pn sur Σ
n
. Celles-i peuvent être dérites expliitement :
Lemme 6. Pour les groupes G et G˜, les sous-groupes Pn et P˜n ont n+ 1 orbites dans Σ
n
;
e sont {2n} et les 2i1Σn−1−i pour 0 ≤ i < n. Les orbites des groupes pronis P et P˜ dans
ΣN sont {2∞} et les 2i1ΣN pour tout i ∈ N.
Pour les trois exemples Γ, Γ et Γ, le sous-groupe Pn a 2n + 1 orbites dans Σ
n
; e sont
{3n} et les 3i1Σn−1−i et 3i2Σn−1−i pour 0 ≤ i < n. Les orbites des groupes pronis P dans
ΣN sont {3∞} et les 3i1ΣN et 3i2ΣN pour tout i ∈ N.
Théorème 7. ρG/Pn et ρG˜/P˜n se déomposent en somme direte de n + 1 omposantes
irrédutibles, une de degré 2i pour tout i ∈ {1, . . . , n− 1} et deux de degré 1.
ρΓ/P , ρΓ/P et ρΓ/P se déomposent en somme direte de 2n+1 omposantes irrédutibles,
deux de degré 3i pour tout i ∈ {1, . . . , n− 1} et trois de degré 1.
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On a vu que l'algèbre de Heke H(G,Pn) est grosso modo de dimension n. Sa struture
est enore plus laire si on introduit la dénition suivante : soit G un groupe et H un
sous-groupe. La paire (G,H) est une paire de Gelfand si toutes les sous-représentations
irrédutibles de ρG/H ont multipliité 1. De façon équivalente, (G,H) est une paire de
Gelfand si H(G,H) est abélienne.
Théorème 8. Pour nos inq exemples (G,P ) et (G,Pn) sont des paires de Gelfand pour
tout n ∈ N.
Ainsi H(G, Pn) ∼= H(G˜, P˜n) ∼= C
n+1
et H(Γ, Pn) ∼= H(Γ, Pn) ∼= H(Γ, Pn) ∼= C
2n+1
. On
a H(G,P ) ∼= C pour tous les groupes disrets onsidérés, et H(Ĝ, P ) ∼= C∞ pour leur
omplétion pronie.
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